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1. [4 puncte] Pe multimea Z a numerelor intregi definim legea de compozitie
zoy=3zy —6x —6y+14, Vx,yecZ.

M 0

Elementul neutru al legii de compozitie ”o” este:

—ow N W

Legea de compozitie ”0” nu admite element neutru
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Solutie: Je € Z:eox =xoe=z, Vo €Z <= JecZ: (x—2)3e—7)=0,Vr € Z <

7
— de€Z:3¢e—T=0<=¢c= 3 € 7, ceea ce este fals. Legea nu admite element neutru.

2. [5 puncte] Fie f: [0, 27] — R, f(z) = 2cos?x +sin(2x) — 1, a = f(%), b maximul functiei f,

iar ¢ numarul solutiilor ecuatiei f(x) = v/3. Valoarea expresiei ac + b(c + 1) este egali cu:
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C.
D.
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Solutie: Deoarece 2cos?x — 1 = cos(2x), € R, rezulti ca f(z) = sin(2x) + cos(2z) =
V/2sin (Zx + Z) € [-v2,v2], Vz € [0, 27]. Deducem ci valoarea maxima a functiei f este

b = /2, astfel ca ecuatia f(z) = +/3 nu are nici o solutie si deci ¢ = 0. Valoarea expresiei
date este /2.
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3. [ puncte] Valoarea limitei lim (| ——— — — | este:
0 \ arctg(x) =«

limita nu exista
0
00

1

1
2

= = 0 o @ o

niciuna dintre variantele mentionate mai sus

Solutie: Expresia din enunt se poate rescrie in forma:

1 1 x—arctg(r) x— arctg(w) x

= = . , € R*.
arctg(z) = x arctg(z) x? arctg(x) v
Deoarece 1
lim (z — arctg(x)) = lim 71 TR L 0,
2—0 (x2) a—0  2x a—0 2(1 + 22?)

e 1 A v 1., xz—arctg(z) _ : _
deducem, pe baza regulii lui I’'Hopital, ca ili% ——5>— = 0. Astfel, cam :lli% arcie@ =

1 1
lim (—————~)=0-1=0.
x—0 \ arctg(x) =

1,
rezulta ca:

tg(3w) — 3z + 423

4. [5 puncte] Valoarea limitei ilg% PP este:
A0
B. 13
C. 1
D. oo
E. -1
F. %

Solutie: Suntem intr-o situatie de nedeterminare §, cu (z*(z + 1))’ = 42 + 32? # 0 pe o
vecinatate a lui 0. Deoarece

(tg(3x) — 3z + 423)’ 3(1 +tg%(3x)) — 3+ 1222

li =li =
250 (a3(z + 1)) 250 423 + 322
tg2(3
. 3tg2(31’) + 1222 o 2T g(;gg(c)g) +12
= lim = lim =13,
z—=0  4x3 4 322 —0 4z + 3

cu regula lui I’'Hospital rezulta ca valoarea limitei din enunt este 13.

5. [3 puncte] Valorile parametrului a pentru care ecuatiile ax +y+7=0, (a+ 1)z +ay+3 =10
reprezinta doua drepte paralele sunt:

A. —1_2‘/?: si 71+2\/§
C1VB g 145

5 81 7>

B
C. —15\/3 §1 —1—5\/?;
D

| LB g =1y

=

—15\/5 si —1J2r\/§

F. nu exista a cu aceasta proprietate

Solutie: Pentru a fi paralele, cele doua drepte trebuie sa aiba aceeasi panta. Echivalent,
parametrul a satisface ecuatia de gradul doi a? —a —1 = 0.




6. [5 puncte] Pe mutimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa

zoy=x+y—3xy, =,yE<R.

Valoarea lui N = _20240_20210~--o_—2010%o,,,o
3 3 3 3 3

2023 2026
O
3 3

este:

A. 2025

W= 9

1 1 1 1
Solutie: Avem ca 3 ox=yo 3= 3 pentru orice z,y € R. Rezulta ca N = 3

—1
7. [6 puncte] Se considera functia f : (=1, +00) — R, f(z) = arctgL, z > —1. Cate din

z+1
afirmatiie de mai jos sunt adevarate:
1
(i) f este derivabila pe (—1, +o0) si f'(z) = T3 22" > —1.
1
(ii) f este derivabila pe (=1, +o0) si f'(x) = T2 C > —1.

(iii) f(z)+ % = arctg(x), pentru orice z > —1.

(iv) Functia f este strict crescatoare pe intervalul (—1, +00).

(v) lim 7]”(1‘) ta

z—0 T

A O

=0.

B.1

5 @3 U a
(@8]

Solutie: Functia f este compusa corect definita a doua functii derivabile, deci este deriva-
bila, iar derivata functiei f pe intervalul (—1, +o00):

1 z—1V/ 1
/
- ' = T 9 c _1a
f(z) 1+(%)2 (x+1> 1+a22 ° (=1, +o0)

Afirmatia (i) este deci falsa, iar (i7) este adevarata.
Functia h(z) = f(z) — arctg(z) are derivata nuld pe intervalul (—1, co). Rezulta ca h
este constantd pe acest interval, deci h(x) = h(0) = —%, x > —1. Astfel, se obtine ca si

afirmatia (iii) este adevarata.

/ 1 . T . o
Cum f'(z) = e > 0, pentru orice x > —1, rezulta ca f este strict crescatoare pe
x
intervalul (—1, +00), deci afirmatia (iv) este adevarata.
De asemenea, avem:
lim ———*= —
z—0 T z—0 x

deci afirmatia (v) este falsa.




8. [6 puncte] Fie A € M34x2(C) si B € Max3(C) doua matrice, cu proprietatea ca
3 —1 . : . <
BA = ( 6 _5 > Atunci urma tr(AB) (urma unei matrice patrate este suma elementelor de
pe diagonala sa principald) este:

A3
5

@7 H U Q@
&

Solutie: Pentru orice matrice X € Myxn(C) 1Y € M, (C) are loc egalitatea
tr(XY) = tr(Y X), astfel ca tr(AB) = tr(BA) =3+ (—5) = —2.

9. [3 puncte] Valoarea integralei 2}25 z(28 + 1)29%5 cos - dx este
Al —2025
B. 2025
C. 0
D. —2025
E. -1
F. cos2025

Solutie: Deoarece functia care se integreaza este impara gi este definita pe un interval
simetric fata de origine, valoarea integralei este 0.

10. [5 puncte] Dreptele y — 1 =0, z +v3y —3 — V3 = 0si V3z —y + 1 + /3 = 0 determina un
triunghi dreptunghic. Centrul cercului circumscris acestui triunghi are coodonatele:
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Solutie: Notand cu d;, d2, ds cele trei drepte din enunt, acestea au pantele m; = 0,
1
Mg = —7, respectiv msg = V3. Avem c& dy L ds, astfel ci day si d3 sunt dreptele suport

ale catetelor triunghiului. Ele intersecteaza d; in punctele B(—1,1) si C(3,1). Centrul
cercului circumscris este mijlocul ipotenuzei BC, care are coordonatele (1,1).

11. [5 puncte] Daca A = {1,2,3,4} si B = {1,2,3,4,5,6,7}, numarul functiilor strict crescatoare
f:+A—> B este:

A 11
28

30

36

4 = O o v
w
at

42



Solutie: Pentru orice doua multimi finite M, N, cu m = card(M) si n = card(N), m < n,
numarul functiilor strict crescatoare f : M — N este C)'. Pentru m = card(A) = 4 si
n = card(B) = 7, avem C7 = 35.

3
12. [3 puncte] Fie functia f: R — R, f(z) = % — 4x. Cate tangente la graficul functiei putem

duce, astfel incat acestea sa fie paralele cu Ox?
A0

1
2
3
4

= =Y 0w

o infinitate

Solutie: O dreapta paraleld cu Ox are panta egala cu 0. Panta tangentei In zg la graficul
unei functii derivabile f este numérul f’(zg). Dreptele care indeplinesc conditia din enunt
sunt tangentele la graficul functiei in punctele care verifica ecuatia f'(zg) = 0. Derivata
functiei f este f'(z) = 22 — 4. Ecuatia 22 — 4 = 0 are doua solutii reale 71 = —2 §i 29 = 2,
astfel ca exista doua tangente la graficul lui f paralele cu Oz, de ecuatiit; : y = f(—2) <

16 16
y:§§1t2:y:f(2)<:>y:—§.

13. [6 puncte] Se considera functia f : R — R definita prin relatia f(z) = z|z| + |z — 1|,z € R.
Multimea punctelor in care f nu este derivabila este:
A. {0}

B. {1}
C. {0,1}
D. 0

E. R

F

. niciuna dintre variantele mentionate mai sus

Solutie: Stim ca, pentru orice a € R fixat, functia R — R : x — |z — a| este derivabila
pe R\ {a}, dar nu este derivabild in a. Notam cu g si h functiille R — R : x — z|z|,
respectiv R — R : 2z — |z — 1|. Cum

—g(0
lim g(x) —9(0) — lim alz| = lim |z| = 0,
x—0 x—0 z—0 T z—0

deducem cé g este derivabila si in 0, deci pe intreaga multime a numerelor reale. Astfel,
multimea punctelor in care functia f nu este derivabild coincide cu multimea punctelor in
care functia h nu este derivabild, care este {1}.

1

14. [4 puncte] Fie sirul (I,)n>0, In = xQ”Md:c pentru orice n > 0. Limita acestui sir este:
. 0

A.0
B. 1
C. -1
D.
E. —x
F. nu exista

Solutie:




Deoarece z € [0,1], are loc 0 < V1 — 22 < 1, rezulta

1 x2n+1
ogfng/ " =
0 2n—|—1

! 1

o 2n+1

Din criteriul clegtelui avem ca limita sirului (I,,) este 0.

15. [4 puncte] Punctul A(—1,0) este un varf al patratului ABC'D caruia 1i cunoagtem o diagonala
de ecuatie x + 2y — 4 = 0. Aria patratului ABCD este:

A 12
B. 16
25
8

20

4 = 9 a

10

|—1+2.0—4|

272 =5 sl reprezinta jumatate
D2 (2\/5)2 B

din lungimea, D, a diagonalei patratului. Obtinem c& aria patratului este - = 5
10.

Solutie: Distanta de la A la dreapta d este

16. [4 puncte| Fie dreptele dy : 32 +2y —3=0,dy: 2 —5y+4=0sids:axr—y+4=0. Notdm
cu A, B, C punctele de intersectie ale dreptelor dy §i do, dy si ds, respectiv do §i d3. Multimea
valorilor parametrului ¢ € R pentru care triunghiul ABC' este dreptunghic este:

A0

B. {-5}

C. {;}

o {44
F. R

Solutie: Pantele dreptelor dy, da si d3 sunt mg, = —%, mq, = %, respectiv mg, = a. Cum
mgq, - Mg, 7 —1, deducem ca aceste drepte nu sunt perpendiculare. Triunghiul ABC' este

dreptunghic daca si numai dacd ds este perpendiculara pe dy sau do. Avem ds L d; <

Mgy - Mg, = —1 <= a= %, respectiv d3 L dy <= mg, - mg, = —1 <= a = —5.

n
17. [5 puncte] Fie n € N* oarecare. Atunci valoarea sumei > k- CF este:
k=1
A2
(n+1)-27
n-2n1

2n—1

(n+2)-2n1

= ® U QW

(n—1)-2"

n n
Solutie: Deoarece k- C¥ = n - CF~1 avem ci kz k-CF= nkz Chl=np.on 1,
=1 =1

(var. 2) Alternativ, numarul perechilor (a, X), cua€ X - {1,5, ...,n} se poate obtine fie




numarand modurile in care se poate alege o submultime X C {1,2,...,n} i un element

n
a € X, numar dat de > k- C¥, fie numarand modurile in care se poate alege un element
k=1

a € {1,2,...,n} si apoii completa cu o submultime X \ {a} C {1,2,...,n}\ {a}, numar
dat de n - 2771,

(var. 3) Functia f : R — R, f(z) = (1 + )" = Ckazk, este derivabila, cu derivata

fl(x)=n(l+z)" 1= i k- Ckzh=1 Atunci 3" k-CF = f'(1) =n-2""L

k=0
n
k=1 k=1

sin(n!v/2
18. [4 puncte] Considerand sirul cu termenul general z,, = (7|\f), n € N, care dintre afirmatiile
n!
de mai jos este adevarata?
A. Sirul (z,)pen nu are limita
Sirul (zp,)nen este nemarginit
Sirul (z,)ney are limita 0

Sirul (z,,)nen are limita /2

Sirul (2, )nen are limita oo

= ® U QW

Sirul (2,,)nen are limita sin(v/2)

Solutie: Observam ca:
‘sin(n!\/i) < 1

< n € N.
n!

av

1 1
Cum lim,, s % = 0 deducem, folosind inegalitatile 5 <ITn < 5 si criteriul clestelui, ca

sirul (xp,)n>0 are limita 0.

19. [6 puncte] Valoarea integralei

3
/ (V3—z+(1-2z)z—1]) du,
0
unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului real a, este:

V3 —4
2v3 +4
V3+4
3v3 -5
2v/3 — 4
0

= 850 aw »

Solutie: Integrala se scrie
3 3 3
/ (V3—z+ (1 -2x)z—1]) do = / V3 — xdz —I—/ (1 —2x)[z — 1]dx.
0 0 0

3

= 2/3.

3 .
Pentru prima integrald avem: [v/3 —zdx = — 2(3 — a:)% .
0
Explicitand [z — 1] pe intervalul [0, 3], pentru a doua integrala avem:

3 1 2 3
/0(1—23:)[x—1]dx:/0(1—2x)(—1)dx+/1(1—2:6)-0(13:—1—/2(1—2x)'1dx:

= (2? —x)|é+0+ (x—xQ)‘g = —4.

Astfel integrala din enunt, are valoarea 2v/3 — 4.




20. [3 puncte] Fie triunghiul ABC, unde C(-3,2), iar ecuatia Inaltimii duse din A este
2x —y — 2 = 0. Ecuatia dreptei BC este:

r+y+1=0
r—2y+7=0
r+2y—1=0
2 +y+4=0

r—y+5=0

=5 =0 0w

r+y—1=0

Solutie: Dreapta BC, fiind perpendiculara pe inaltimea h, cu panta 2, are panta

m= — = —5 Ecuatia dreptei BC, care trece prin punctul C(—3,2) si are panta
mha

1 1
m:—i,estey—2:—§(:v—|—3)<:>(x+3)+2(y—2):0<:>90+2y—1:0.

Numarul total de puncte este: 90



